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ABSTRACT

The concept of data assimilation is an estimation method that combines measurement data at a
certain time into the estimation model so that it is expected that the estimation results will be
better. One of the concepts of data assimilation is the Ensemble Kalman Filter method. This
concept will be applied to the finite difference method to estimate the solution of the one-
dimensional heat equation. From the results of the study that has been carried out, it is found
that this concept works well, it can be concluded from the percentage of absolute error produced
which is better than the percentage of absolute error of the finite difference method.
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ABSTRAK

Konsep assimilasi data merupakan suatu metode estimasi yang menggabungkan data
pengukuran pada saat tertentu kedalam model estimasi sehingga diharapkan hasil estimasi akan
lebih baik. Salah satu konsep data assimilasi adalah metode Ensemble Kalman Filter. Konsep
ini akan diterapkan pada metode beda hingga untuk mengestimasi solusi persamaan panas
dimensi satu. Dari hasil kajian yang telah dilakukan diperoleh bahwa konsep ini berhasil
dengan baik, hal ini dapat disimpulkan dari persentase kesalahan absolut yang dihasilkan lebih
baik dibandingkan dengan persentase kesalahan absolut metode beda hingga.

Kata Kunci : Persamaan Difusi, Beda Hingga, Assimilasi Data.
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1. PENDAHULUAN
1.1. Latar Belakang

Persamaan diferensial merupakan
sebuah topik dalam ilmu matematika yang
paling menarik untuk dikaji, karena untuk
memodelkan persoalan yang dialami dalam
kehidupan sehari — hari pada umumnya
menggunakan konsep persamaan diferensial
baik itu persamaan diferensial biasa maupun
persamaan diferensial parsial.

Hantaran panas atau persamaan
difusi  merupakan salah satu bentuk
persamaan  diferensial  parsial  yang
memodelkan aliran panas dalam satu
medium padat. Solusi untuk persamaan
difusi atau hantaran panas baik secara
analitik maupun secara numerik sudah
sangat banyak dikaji oleh para ilmuan. Oleh
karena itu dalam kajian ini akan dicoba
sebuah konsep estimasi untuk model
hantaran panas dengan menggunakan
assimilasi data ansambel. Dalam hal ini
konsep stokastik akan digabungkan dengan
konsep deterministik untuk mendekati solusi
dari sebuah persamaan hantaran panas.

1.2. Maksud dan Tujuan

Maksud dari tulisan ini adalah untuk

melakukan kajian apakah konsep assimilasi

data ansambel dapat mengestimasi solusi

dari persamaan difusi atau hantaran panas.
Sedangkan tujuan dari tulisan ini adalah :
1. Menerapkan konsep assimilasi data
ansambel dalam hal ini adalah
metode Ensemble Kalman Filter
pada model persamaan difusi atau
hantaran panas berdimensi satu.
2. Mendapatkan hasil estimasi dengan
persentase kesalahan mutlak yang
kecil .
2. TINJAUAN PUSTAKA
2.1. Persamaan Diferensial Parsial

Dari persfektif matematika murni
persamaan diferensial parsial adalah sebuah

fungsi u yang memuat beberapa peubah
bebas x, x,. _x, beserta turunan — turunan
parsial u terhadap peubah bebas tersebut.

Sebagai contoh jika sebuah fungsi dua

peubah wu(x,y) maka bentuk turunan parsial

terhadap kedua variabelnya ada dalam

beberapa bentuk berikut :

8%u 8%u

o= T F 0 persamaan Laplace
a%u _ a%u =0 I b
.= a2 0 persamaan gelombang.

u + Gu _ 0 persamaan panas
Ax? a8y P P

8%u 8%u .
+—— = g(x,¥) persamaan poisson

Ax? a2

Dalam menyederhanakan notasi penulisan

biasanya dituliskan : u =BT“ ,sehingga

xx 2
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bentuk keempat persamaan diatas dapat

dituliskan ~ dengan @ wu_ . —u, =0,

Uy, T Uy, = 0,
Uy T Uy = 7.
2.1.1.Persamaan Hantaran Panas Dimensi
satu
Misalkan sebuah kawat logam dengan
panjang | yang dapat mengalirkan panas dan
kita dapat menentukan/mengukur suhu pada

setiap titik atau lokasi x dan pada setiap
waktu t, sebutlah ukurannya adalah u(x,t).
Kita asumsikan bahwa fungsi ini
mempunyai turunan parsial yang kontiniu
baik turunan parsial 1 dan 2. Selanjutnya
partisi panjang kawat tersebut dalam
Ky, Mg, X

. dan diharapkan  bahwa

temperatur dilokasi x; pada saat waktu t

adalah fungsi konstan, dan merupan rata —
rata suhu diseputaran titik tersebut. Dalam
bentuk simbolik dituliskan :

du _ ..
5 (xut) =0 jika
1 1
u(x,t) = Eu(xe—ir t) +Eu(xi+1’ t)

Sebagai contoh, temperarur di titik x = 50

maka temperatur sebelah kiri adalah 40 dan
sebelah kanan adalah 60. Prinsip hukum

dinamik menjelaskan bahwa perubahan

x; adalah sebanding dengan selisih
temperatur pada x; dan rata — rata

temperatur pada titik disekelingnya yaitu

x4, X;24. Untuk menterjemahkan hal ini

dalam bentuk matematis, perkenalkan

sebuah konstanta k yang tergantung dengan

sifat — sifat media hantaran panas. Jika
media merupakan konduktor baik maka nilai

k adalah besar dan akan kecil jika media

merupakan konduktor kurang baik. Dalam
bentuk matematis kondisi ini  dapat

dituliskan dengan :
e t) =k (2uCras ) +

u(xi—lrt]] _u(xi!t])
I =1,2,...,1

Bentuk diatas adalah bentuk persamaan
diferensial biasa, untuk mendapatkan bentuk
persamaan diferensial parsial untuk kondisi
ini akan diaplikasikan teorema Taylor
berikut :

w(xpq,t) —ulx t) = (g — x)u, (x,8) +% (i1 — %), (1)

(i t) = W) = (s = 2ot () 45 (oo =270 1D

I i

Dimana titik x;,x; memenuhi

Xe_g Sx] CTa,Ex] Zx. Misalkan

Ax = x;,4 — x; maka diperoleh persamaan :

du k(Ax)?

_ — II "
temperatur terhadap laju waktu pada posisi 3 Gut) 7 [ee(X0) + g (2, 1)]
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Jika jarak antar titik sangat kecil maka nilai
turunan parsial kedua akan bervariasi sangat

kecil diseputar titik x,,x;,x;" oleh karena itu

kita dapat menggantikan nilai tutrunan
parsial kedua dengan nilai pada titik x;.

Defenisikan K = ﬂ maka didapatkan :

Bu

N = Ku:r:r ............... (*)

Dimana K disebut dengan konstanta

difusitas dan persamaan (*) disbut dengan
persamaan panas dimensi satu.
2.2. Metode Beda Hingga

Metode beda hingga adalah sebuah
proses numerik untuk mengaproksimasi atau
solusi persamaan diferensial parsial. Metode
ini bekerja dengan mendiskritisasi variabel
bebas pada persamaan diferensial menjadi
grid dan menggunakan konsep deret Taylor.
Misalkan U adalah fungsi bergantung pada
x dan t . Dengan menggunakan formula
Taylor, akan dikonstruksi turunan parsial U
terhadap x

Lyl fy51
Lol Bt
"v A ,-' - '_',- - 3 AL '.‘ \ 1 Y >'. . n '. . )
Uit r, +An) =U(t 5} + 0l (80} 4 =0 (1) + =+ ——U . [L.1;)
. . J . ./ PN &/ ] '§ 1 el w
(2-1)!

+0{tr")
Dengan mempersingkat persamaan

diatas pada @(Ax?) diperoleh :

Dalam skema numerik, maka variabel x
dipartisi menajadi diskrit yang disebut
dengan grid : xy.xy,%, x, dan t dipartisi
menjadi : : tg.ty, ot .

Beda Hingga Maju

Jika diasumsikan bahwa Ax adalah

kosntan dan x,., = x; + Ax dapat diperoleh

Ut xi31) — U(t,, x;)
Ax

U:r (tnlxij = - C)[:ﬂ.xz:']

Dengan mengabaikan 0(Ax?*) sebagai galat

maka diperoleh :

[T el N,
Ax

Ux (tnlxij = bentuk

persamaan ini disebut dengan beda hingga
maju orde 1.
Beda Hingga Mundur

Jika Ax diganti dengan —Ax pada

persamaan
Ult,x, +Ax)— Ult, x .
U6 xy) < LT AD Z U)o
Ax
Maka diperoleh
Ux [t,xc,:] — Uitaey)— Uity —Ax) _ C)[ﬂxz)

Ax
Dengan mengevaluasi pada titik (t,,x;)

diperoleh :
U(t,,x;) — Ut x;_4)

Ux (tn’xij = Ax

U(t,xy +Ax) = U(t, x,) + AxU,(t,x,) + O(Ax?) Bentuk ini disebut dengan beda hingga

U(t,xy +Ax) — U(t, xp)

U:r[:ti'x[!l] = Ax

— O (Ax?

mundur orde 1.

Beda Hingga Terpusat
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Dengan melakukan ekspansi deret
Taylor diatas samapai @(Ax®) dengan
menggunakan  Ax dan —Ax  dan
mengavaluasinya pada (t,,, x; ) diperoleh :

Uty Xi31) — U, x;_4)

Ux(tn’xij: 2Ax

Bentuk ini disebut dengan beda hingga
terpusat orde 2.
2.3. Assimilasi Data

Asimilasi data merupakan suatu
metode estimasi yang diperoleh dari
penggabungan antara output dari sebuah
model dan data-data pengukuran. Salah satu
metode yang  menggunakan  konsep
assimilasi data adalah metode ensemble
kalman filter yang dikembangkan oleh Geir
Evensen tahun 1994. Metode ini dapat
digunakan untuk mengestimasi model sistem
linier maupun nonlinier.
Bentuk umum sistem dinamik pada EnKF
adalah:
Xpeay = QU xg) + wy
dengan pengukuran linier z € R™ vyaitu :
7, = Hxp + v,
KDNN[X_W Px,:,)
wi, ~N(0,Qy)
vi,~N(0,R,)
Proses estimasi pada EnKF diawali dengan

membangkitkan sejumlah N, ansambel

dengan mean 0 dan kovarian P, . Ansambel

yang dibangkitkan dilakukan secara random
dan berdistribusi normal. Misalkan akan

dibangkitkan sejumlah N, ansambel untuk

Xoi = [xDJl,xM,xDﬂ,---,xﬁﬂ.\.-e].

Secara umum tahap pada metode EnKF
tidak jauh berbeda dengan tahap estimasi
pada metode KF. Hanya saja, sebelum
masuk ke tahap prediksi, dicari terlebih
dahulu rata-rata ansambel yang telah

dibangkitkan dengan persamaan:

N
1
Xy = N_EZ[XJ:,E)
i=

dan untuk akurasinya dihitung dengan

persamaan kovarian error P, , yaitu:

J"ll-
1
Po=———= Y Gy — 20) (s — 52)°
g =
i=1
Pada tahap koreksi, nilai estimasi dihitung

dengan persamaan:

N
1
X, = N_EZ[EJ{:)
i=

Ry = Xy + Kk[zk,i - H:?,;E-)
dan tingkat akurasinya dihitung seperti pada
persamaan kovarian error tahap koreksi

pada metode KF. Berikut adalah algoritma

Ensemble Kalman Filter.
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MOdel ‘rii+1 = f':)’.'_. HR:] + 'l-'l-';l-_. 'l-'l-';l- "\";nir ':U_. Q;l:]

Sistem dan z, = Hxp + vy, v, ~N(0. R;.)
Model

Pengukura

n

Inisiasi Bangkitakan N_ ansambel awal
Ty
Xpi = [ID_LJID_:J”'JI.".’E]

Tentukan nilai awal :

Tahap f: = f{uk—lJ x;l-_]_:l + w;l._i,w;l._._-ﬂ“uf{ﬂ, RF.

Prediksi Estimasi : ¥ = %Z?;‘l'if;f_l,:'
Kovarian error :
Ny
1 Ay o — r
Pr =5 ). (s - #8) (Fi - #2)
= i=1
Tahap Ipi = 2k + Vi Vi “;M{U,RR:]
Koreksi Kalman Gain :
K, =P H'(HP H' + R~
Estimasi :

£yp = £ + Ky (2 — HiR)

Kovariansi error :
P, =l - KHIP

3. METODE PELAKSANAAN

Proses kerja yang dilakukan dalam
menerapkan  konsep  assimilasi  data
ansambel pada persamaan hantaran panas
dimulai dengaan diskritisasi pada persamaan

panas dengan menggunakan metode beda

hingga maju :
+1
. = it Y
£ At

) T T
Uipq 20+

u.'-t‘:l' ﬁ_'x':

Kedua bentuk  diskritisasi ini
disubstitusi ke persamaan panas.

Model diskrit yang telah ada masih
dalam bentuk deterministik. Sedangkan
dalam pemodelan dilakukan asumsi-asumsi
yang menyebabkan model memuat noise,
maka perlu ditambahkan faktor stokastik
berupa noise sistem (wk ) pada model sistem
dan noise pengukuran (vk ) pada model
pengukuran sehingga didapat suatu model
stokastik. Penambahan faktor stokastik
berupa noise dengan membangkitkan
sejumlah bilangan acak dari komputer
melalui program Matlab. Noise yang
dibangkitkan diasumsikan memiliki sebaran
normal dengan mean nol sedangkan variansi
noise diasumsikan konstan sebesar Q dan R.

Selanjutnya pada tahapan estimasi
dengan menerapkan konsep ansambel
dimulai dengan pendefenisian model sistem
dan model pengukuran, inisiasi ansambel
awal, prediksi dan  koreksi.  Untuk
memperlihatkan konsep ini, maka diambil
sebuah kasus sebagai berikut : Sebuah kawat
dengan panjang 10 cm yang disolasi kecuali
pada ujungnya,suhu pada kedua ujung dijaga
tetap pada 0° . Temperatur awal dalam kawat
flx) = 5sin %x

mengikuti  persamaan

difusitas adalah 1. Maka

konstruksi matematis kasus ini adalah :

Koefisien
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=u,. ,0=<x=<10,t =0

uf xx )

Kondisi batas
u(0,t) =0,u(10,t)=0,t =0

Kondisi awal :
1
u(x,0) = Ssin 3%

4. HASIL DAN PEMBAHASAN
Proses diskritisasi untuk kasus diatas

dilakukan dengan metode beda hingga :

Wt -
u,=—
4
At
! ! )
. T 2uy Fuyy
=t ﬂ.x‘
n+l n n n n
u; Uy Ugpq — 2U; T Uy
At Ax=
ntl _ ..n + N -2 n + n
U; ~ = U; TYU5 Yu; Ty

. A
Dimana : y = ﬁ

Misalkan w, = uf + yui, — 2yuy +yuiy

n+l
i

dan u,., = u? ™" maka model sistem adalah

Uy = U danp, =0

Dan 1wy = f(u,.u4,)+ w, merupakan
persamaan model dalam sistem metode
ansambel Kalman Filter. Sedangkan model
pengukuran adalah z, = H,u, + v,. Proses
simulasi untuk mengestimasi hantaran panas
kasus ini dilakukan dengan bantuan Matlab
dan mengikuti algoritma EnKF dimana

hasilnya adalah sebagai berikut.

Hantaran Panas Sopagany Media Sotuel Bxeak

Gambar 1.Profil Solusi Eksak Persamaan Panas

Hartaran Panse Senaljang Medis dengan Becs Hingos

Gambar 2.Profil Beda Hingga Persamaan Panas

Hantaran Panas Sepanjang Media dengan Assimilasl Data Ansambel

Termoeratur

Gambar 3.Profil Assimilasi Data Persamaan
Panas
Dilihat dari ketiga gambar profil

solusi hantaran panas diatas seolah — olah
tidak ada perbedaan yang signifikan. Hal ini
dikarenakan kedua metode baik beda hingga
maupun konsep assimilasi data ansambel
dapat mendekati solusi eksak dengan baik.
Tetapi jika diambil beberapa waktu maka
akan terlihat adanya perbedaan antara solusi

dengan metode beda hingga dengan konsep
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assimilasi data ansambel seperti yang

ditampilkan dalam gambar grafik berikut.

Plot Hantaran panas pade sast =001

’4’.‘.."--‘ 1 PUEprepT——

Gambar 4. Plot profil persamaan panas pada saat
t=0.01 detik

Plot Hantaran panas pads sast t=1
3 T .

- .
. -

Gambar 5. Plot Profil persamaan panas pada saat
t=1 detik

Plot Hantaran panas pada sast t=2 5

Gambar 6.Plot profil persamaan panas pada saat
t=2 detik

Plot Hanteran panas pade saot =35

Gambar 7. Plot profi persamaan panas pada saat
t=3 detik

Pada saat t=0.01detik solusi beda
hingga dan konsep assimilasi data ansambel
terdapat perbedaan yang kecil, tetapi pada
saat t=1detik, t=2,5detik dan t=3,5detik
perbedaan antara solusi beda hingga dengan
solusi konsep assimilasi data ansambel

semakin nyata dan cukup signifikan.

Plot Errar saat 1t=~0.01

..........

!

Gambar 8. Perbandingan error metode beda
hingga dan assimilasi data ansambel pada saat
t=0.01detik

Plot Ercor saat 1=2.5

Gambar 9. Perbandingan error metode beda
hingga dan assimilasi data ansambel pada saat
t=2,5 detik

Plot Error saat t=3.5

..........
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Gambar 10. Perbandingan error metode beda
hingga dan assimilasi data ansambel pada saat
t=3,5 detik

Pergerakan error pada ketiga sampel

waktu pada gambar terlihat bahwa error
yang dihasilkan ole konsep assimilasi data
ansambel lebih stabil dan lebih kecil
dibandingkan dengan metode beda hingga.
Demikian juga jika dikaji untuk keseluruhan
titik yang diestimasi diperolen bahwa
persentase kesalahan absolut metode beda
hingga : 28,55% sedangkan persentase
kesalahan absolut konsep assimilasi data
ansambel adalah : 2,14%.
5. SIMPULAN

Berdasarkan hasil dan analisa yang
telah dilakukan maka dapat ditarik
keimpulan dari kajian ini yaitu :

1. Metode beda hingga dan konsep
assimilasi data ansambel dapat
mendekati solusi persamaan panas
dengan baik.

2. Hasil estimasi dengan menerapkan
konsep data assimilas data ansambel
memberikan hasil yang lebih akurat
yaitu dengan persentase kesalahan
absolut sebesar 2,14% dibandingkan
dengan hasil metode beda hingga
dengan persentase kesalahan absolut
sebesar 28,55%.

Sedangakn saran yang dapat diberikan

melalui kajian inni adalah : konsep

assimilasi data ansambel untuk hantaran
panas satu dimensi berhasil dengan baik
diterapkan, tetapi untuk dimensi yang
lebih tinggi belum tentu berhasil karena
kompleksitas permasalahn yang jauh
lebih tinggi.
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